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Physical Interpretations of Isotropic and Anisotropic Yield-Conditions

The paper introduces shear stress quantities, which are the difference of two stress tensors, the
actual one and one produced by rotating the axes. This quantities have physical significance. In the
vectorial representation in the principal stress space and the principal shear stress space the paper
give some interesting relations. The authors observe that Hill’s anisotropic yield criterion can be
derived from their shear stress quantities by introducing a measure tensor and gave a physical

explanation to Hill’s condition.

1. Einleitung

Wahrend man mechanische Stoffeigenschaften
meist im einachsigen Grundversuch ermittelt, ist die
Betriebsbelastung eines Bauteils iiberwiegend mehr-
achsig. Daher mufl der Beanspruchungsgrad des
Bauteils (Werkstoffanstrengung) im allgemeinen auf
eine (meist) fiktive einachsige Vergleichsspannung
o dquivalenter Anstrengung zuriickgefiihrt werden,
um ihn an den Stoffeigenschaften messen zu kon-
nen. Das gelingt je nach Werkstoff und Belastungs-
art durch eine mehr oder weniger zufriedenstellende
analytische Wiedergabe des experimentellen Befun-
des oder formale Ansdtze auf der Basis von An-
strengungshypothesen:

0=O(U;j) (1)

(0;; Spannungstensor). Als Spezialfall wird damit
der FlieBbeginn durch das FlieBkriterium (Flie§3-
bedingung) beschrieben:

0 =0p (2)

(op FlieBgrenze oder Flielspannung des einachsigen
Grundversuchs). Geht man bei der Aufstellung einer
Anstrengungshypothese von einer fiir die Werkstoff-
anstrengung als verantwortlich angenommenen me-
chanischen Kenngrofle aus, so ist von vornherein die
physikalische Deutung gegeben. Beispielsweise wei-
sen die Begriffe Normalspannungshypothese, Schub-
spannungshypothese oder Gestaltinderungsenergie-
hypothese darauf hin, da} als mafgebliche mecha-
nische (physikalische) Kenngrofle (fir die Werk-
stoffanstrengung) die grofte Normalspannung, die
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grofite Schubspannung oder die elastische Gestalt-
anderungsenergiedichte zugrunde gelegt wird.
Umgekehrt konnen durch mathematische Uber-
legungen Anstrengungsbedingungen formal oder
von der experimentellen Erfahrung ausgehend auf-
gestellt werden. Trotzdem wird man versuchen, auch
den mathematischen Ansatz physikalisch zu deuten.

2. Bisherige Deutungen der FlieBbedingung
nach Mises

Die Werkstoffanstrengung wird bei duktilen und
»isotropen“ Metallen vielfach nach dem zunichst
rein formalen Ansatz

02 = % oij, Oii’ (3)
(0;; Spannungsdeviator) bestimmt, der mit der von
Mises! algebraisch angegebenen quadratischen Flie§3-
bedingung seiner Theorie des plastischen Potentials

formalidentisch ist. Vergleicht man den Ansatz (3)
mit der zweiten Deviatorinvariante

Iy =% 0 0;f , (4)

so ergibt sich fiir die Mises-Bedingung (3) auch die
Form

I, =% o%. (5)

Durch die Schreibweise (5) wird ebenfalls deutlich,
dal die Misessche Theorie nur fiir isotropes
Werkstoffverhalten aufgestellt ist. Auflerdem war
der Ansatz (3) von Mises nur zur Beschreibung des
plastischen FlieBens fiir 6 =o0p vorgesehen. Er gilt
jedoch in brauchbarer Naherung formal auch fir
die Anstrengung o bei rein elastischen Verformungs-
anteilen (0 < op) bzw. fiir elastisch-plastische Ge-
samtverformung (0 = op), wie der Vergleich mit
Versuchsergebnissen zeigt. Eine Deutung gelingt un-
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ter der Annahme, dafl die maflgebliche physikalische
KenngroBe die Gestaltinderungsenergiedichte ist,
und zwar nach Hencky 2 fiir den elastischen Bereich
nur in Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz und
nach ® fiir den elastisch-plastischen Bereich nur in
Verbindung mit den Prandtl-Reuss-Stoffgleichungen.

Eine weitere Deutungsmoglichkeit ist folgender-
maBen gegeben. Im Hauptachsensystem (o1, o011, 0111)
des Spannungstensors 0;; — zur Abkiirzung werde
vom ,,Hauptspannungsraum &“ gesprochen — trifft
man auf den Oktaederebenen mit dem Normalen-
einsvektor

e (T 5 L T (6)

n;=

gemal der linearen Abbildung
§i =0 nj (7)

den Oktaederspannungsvektor s; mit der Normal-
koordinate (Oktaedernormalspannung)

sa(0ij) = % oy (8a)

und der Tangentialkoordinate (Oktaederschubspan-
nung)
s (g) - ,l,,, [0..0.._ % (O’) 2]’/2 = ~-]l-— (g..’ 0..’)'/!
t\Mij Vg ij Yij i = Vg ij “Yij
(8b)
an, d. h.
si(0i;) = s¢(0) :
Der Spannungsdeviator o;;, dem fiir das plastische
Fliefen eine besondere physikalische Bedeutung zu-
kommt, hat dieselbe Oktaederschubspannung wie
der vollstindige Spannungstensor o;;, da er von die-
sem nur um den Kugeltensor § oy ;; abweicht.
Der Vergleich der Beziehungen (4) und (8b) er-
gibt den Zusammenhang zwischen der zweiten De-
viatorinvariante I, und der Oktaederschubspan-
nung s; im Raum ©:

L' =§ s?. (9)

Gleichung (9) beinhaltet eine physikalische Bedeu-
tung der Invariante /,’, so daB auch die Oktaeder-
schubspannung s; als malflgebliche mechanische
(physikalische) Kenngrofle der Bedingung (5) zu-
grunde gelegt wurde % 5:

0% = ‘% St2 .
Diese Deutungsmoglichkeit beruht demnach auf
Gleichgewichtsbedingungen (Statik), wihrend in >3

Stofigleichungen (Statik und Kinematik) benutzt
werden miissen.

3. Deutung fiir die FlieBbedingung nach Hill

Gegeniiber diesen physikalischen Deutungen der
Anstrengungs- bzw. FlieBbedingung fiir isotrope
Werkstoffe ist fiir anisotropes Verhalten bisher noch
keine vergleichbare Interpretation angegeben wor-
den. Sie gelingt jedoch in analoger Weise fiir ortho-
gonale Anisotropie, wenn man vom quadratischen
plastischen Potential nach Hill ¢ ausgeht.

Die damit verbundene Fliefbedingung lautet, ab-
weichend von der iiblichen Darstellung® in den
Hauptwerten des Spannungstensors und mit dimen-
sionslosen Anisotropiekoeffizienten a;, an, amnr an-
geschrieben,

2 o =af (o1 —om) 2+ afr (o —o07)2
+af (op—on)2. (10)

In Gl. (10) hat op* lediglich die Bedeutung einer
beliebigen Normierungsgréfe von der Dimension
einer Spannung.

Die hier vorgeschlagene Deutung der Hillschen
FlieBbedingung (10) wird moglich, wenn man
(neue) SpannungsgroBen t;; formal definiert” 8
und fiir dessen Hauptachsensystem (71, Tir, Tmr;
»Hauptschubspannungsraum ¥“) in gleicher Weise
vorgeht, wie unter Ziff. 2 fiir den Raum & geschil-
dert wurde. Da Gl. (10) mit e;=a;;=a;=1 in die
Mises-Bedingung iibergeht, gilt diese Deutung auch
fiir Isotropie.

3.1. Eigenschaften der SpannungsgroBen v;;

Es seien 7;; Spannungsgrofen, die (konsequent)
nur Schubspannungen sind mit dem Bildungsge-
setz 7> 8:

Tz‘j=%(okl_omn) ’
k=i+1; I=j+1
m=i+2; n=j+2

}i, §=1,2,8 syblist, OV

Beschrankt man sich im weiteren auf Hauptschub-
spannungen

t1=3% (o —om) ; tu=3(0m—01) st =23 (61— on) ,

(12)
so lautet das Koordinatenschema fiir (11):
T 0 0
Tij = 0 11 0 (13)
0 0 7m
mit der Invarianten
L*=ti=1+tp+mn=0 (14)
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und zwei weiteren charakteristischen skalaren Gro-
Ben:

I* = — (vrtg+t T + 71 7mm) (15 a)
bzw. wegen (14)
I,*=3%(} +7h +7du) =37t (15b)
und
I3* =Det(7;;) =717 i - (16)

Die durch (11) definierten Spannungsgréfen ha-
ben ,,Deviatoreigenschaften®, da die Invariante I;*
gemall Gl. (14) identisch verschwindet. Daher wird
auch die Schreibweise (15b) fiir die zweite skalare
GroBe (15a) moglich. Setzt man Gl (12) in Gl
(15Db) ein und vergleicht das Ergebnis mit der zwei-
ten Invarianten I,” des Spannungsdeviators o;;" ge-
maf} Gl. (4), so hat man den Zusammenhang

I* = Iy — § (045 + 053+ 0y)? (17 a)
bzw. im Hauptachsensystem.
L*=3%1,. (17b)

Analog zum Spannungstensor o;; und der Transfor-
mation (7) vermitteln die SpannungsgroBen 7;;
einen Schubspannungsvektor

Li=1ijn;

(18)

fiir ein Flachenelement dF mit dem Normaleneins-
vektor n;. Beispielsweise ergibt sich mit Gl. (18),
dal} der Vektor ¢; fiir die Oktaederebenen im Raum

~

ti= % (715 T3 T (19)
die Normalkoordinate
th=tini=T;n;ni=7ni +Tpnir +Tmnin,  (20)
bzw. mit Gl. (14)
Lh=30L*=0 (21)
und die Tangentialkoordinate
to= Vit —1* (22a)
bzw. wegen Gl. (21)
t=Viit; (22b)
hat. Nach Gl. (15b) gilt somit
L*=132. (23)

* I,* ist keine Invariante; sie 1dBt sich mit Gl. (4) und
Definition (11) in einen invarianten und nichtvarianten
Anteil aufspalten. Der nichtinvariante Anteil verschwindet
allerdings im Hauptachsensystem.

A
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Die zweite skalare GroBe I,* hat demnach wie I,
eine physikalische Bedeutung, da ¢; die Oktaeder-
schubspannung im Raum ¥ ist: Zwischen Gl (9)
und Gl. (23) besteht eine formale Analogie.

3.2. SpannungsgroBen und Anisotropie

Orthogonale Anisotropie kann durch eine Trans-
formation der Spannungsgrofien (11) bzw. (13)
gemil

(24)

ausgedriickt werden mit dem ,, Verzerrungsfaktor

(a[ 0 0
a:=|0 0|,
Y 0 anr

arg
0
der den Anisotropieeinflul erfalt. Im isotropen
Sonderfall stimmt a;; mit dem Kronecker-Delta d;;
iiberein. In Anlehnung an den Misesschen Ansatz
(3) bzw. (5) in Verbindung mit (2) folgt unter
Bertiicksichtigung von (15b) und (17) formal die
FlieBbedingung anisotroper Werkstoffe:

A
Tij = @ik Tkj

(25)

(08*/2)2 =L 41, 25 (26 a)
bzw. mit der Transformation (24)
(0r*/2)2 =% ap Txjau v (26 b)

Wegen (25) lautet Gl. (26b) in Koordinaten-
schreibweise:

of =2 (af i +afr 1ir +afntin) . (26¢)
Ersetzt man in Gl. (26 c) die Hauptschubspannun-
gen durch Hauptnormalspannungen gemif} (12), so

erhilt man unmittelbar die Hill-Bedingung in der
Form (10).
Analog zur Transformation (18) liegt dem aniso-
tropen Fall die lineare Abbildung
Ay =Arign; (27)
zugrunde. Beispielsweise besitzt der Spannungsvek-
tor At; fiir die Oktaederebenen im Vergleich zu (19),
iy
V3

die Normalkoordinate (Oktaedernormalspannung)

A5 (ar; an s emtm) ,  (28)

th=2tm =At;nn=ar7 nf + ay; Ty nfr+ anr Tin Ao
(29 a)
bzw.
Aty=3471= } (arti+anty +amtm)  (29b)
und die Tangentialkoordinate (Oktaederschubspan-
nung)

Ay — YAy Ay _Ag2 (30a)
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) i
A 52 2 32 2 3
b= 73 V af 11 + a1 711 +enr T —er T e Tin — e T @ Ty — arr i1 e Tl -

(30b)

Im Gegensatz zum isotropen Fall (21) ist die Oktaedernormalspannung (29) bei Anisotropie wegen ag

=+ ayp = agy von Null verschieden!

Da die Norm des Oktaederspannungsvektors (28) durch

—— 1
2.9 2 2 R
VAL Ay = VB? Vai 1t + afr i1 + et i

bzw. mit Gl. (12) durch

(31a)

e 1
VAt Ay = 213 Vat (o —om) 2 +afr (om — o1) %+ et (01— on)?

gegeben ist, findet man in den Formen (31a) und
(31b) die Hill-Bedingung (10) bzw. (26 ¢) wieder.
So lafit sich die quadratische FlieBbedingung bei
Orthotropie kurz nach

oF =6At; Ay, (31c¢)

schreiben. Analog zu Gl. (31 ¢) lautet die Mises-Be-
dingung

GF2=6ti t, (32)

wenn in Gl. (22b) die Beziehungen (2), (5) und
(17) eingesetzt werden.

Damit wird eine physikalische (und unmittelbar
auch geometrisch gegebene) Deutung der FlieBbe-
dingung nach Hill und ihres Sonderfalls nach Mises
moglich:

MaBgeblich fiir das plastische FlieBen sowohl
orthotroper als auch isotroper Werkstoffe ist
der Betrag des Schubspannungsvektors, der zur
Oktaederebene im Hauptachsensystem (t;, 11, T111)
von formal gebildeten ,SpannungsgroBen t; ge-
hért. Im anisotropen Fall sind die Tangentialkoor-
dinate (Oktaederschubspannung) dieses Vektors und
seine Normalkoordinate (Oktaedernormalspannung)
von Null verschieden, wihrend im isotropen Sonder-
fall der Schubspannungsvektor in die Oktaederebene
fallt.

(31b)

Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind in den
Tab. 1 und 2 zusammengestellt, um die Analogien
zwischen den Riumen ,,&% und ,,T¢ iibersichtlich
hervorzuheben. Weiterhin wird ersichtlich, dal die
Darstellung im Raum ,,¥% Vorteile bieten kann,
insbesondere zur physikalischen Deutung der Hill-
Bedingung!

Zur Vervollstindigung enthdlt Tab.3 die Rich-
tungskosinus der Oktaederspannungsvektoren fiir
Isotropie und Anisotropie.

4. Zusammenfassung

Beim Aufstellen einer Anstrengungshypothese
bzw. eines FlieSkriteriums kann man von einer fiir
das plastische FlieBen als maBgeblich angesehenen
mechanischen Kenngrole ausgehen, so daB von
vornherein die physikalische Deutung gegeben ist.
Im Gegensatz dazu lassen sich durch rein mathe-
matische Uberlegungen Anstrengungsbedingungen
formal oder vom experimentellen Befund ausgehend
aufstellen. Jedoch wird man auch dann nach Mog-
lichkeiten einer physikalischen Deutung des Ansat-
zes suchen.

Im vorliegenden Beitrag wird eine physikalische
Deutung der Hillschen FlieBbedingung bei ortho-
gonaler Anisotropie der mechanischen Stoffeigen-

Tab. 1. Oktaederspannungen.

Oktaeder Hauptnormalspannungsraum Hauptschubspannungsraum
Spannungen Isotropie Anisotropie Isotropie Anisotropie
Spannungsvektor si= (sn, St) Asi=si ti = (tn, tt) Aty = (Atp, Aty)
Normalspannung sn= % 0ii Asp=}oii th=1%7i=0 Aty = } Aty
Schubspannung st=V%oif oif st =Ast te=V3¥7ij tij Ay =V }ArijAry
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Tab. 2. Plastisches Potential und FlieSbedingungen im o;;
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- und 7;j-Koordinatensystem bei Isotropie und Anisotropie.

oij-Koordinatensystem

7ij-Koordinatensystem

Isotropie Anisotropie Isotropie Anisotropie
Tij=% (0ki—Omn) Atij=aik Tkj
Koordinaten oij baw. oij =0ij—% ok dij k=i+1; l=j+1 (”I vy \)
m=i+2; n=j+2 ape=| 0 ag O
0 0 ey
Transformationsgesetz si=0ijnj ti=tijnj Atj=Azijn;
Plastisches Potential F=3%o0ij oif’ Hill F=3%7ij7ij F=3AqA1;;
FlieBbedingung
a) Allgemeine Schreibweise or?= % oij 0ij Hill OF%=27ij Tij op*2=2 Ar;j Ag;
b) in Oktaederorientierung OF%= §sisi—% Oke op?=61tit; op*2=6 At At

Tab. 3. Richtungskosinus der

Oktaederspannungsvektoren.

oij-Koordinatensystem

7ij-Koordinatensystem

Isotropie Anisotropie Isotropie Anisotropie
allgemein cos (si, nj) = T cos (ti, nj) = o cos (Atj, nj) =Az;j/ V‘r‘n} ;A‘tij
Voij 0ij Vi Tij
o
cos (si, 01) = mﬁ cos (ti, 1) = V2 11/oF cos (Ati, 71) = V2 a1 71/0F*

nach Hauptachsen o1l

orientiert €08, 010 = T ok cos (ti, 711) = V2 711/0F cos (Ati, 711) = V2 a1 T11/oF*

oIl

cos(si,om) = "T5———
(st, ommn) Vo? +oh +otu

cos (ti, z111) = V2 7111/0F

cos (Ati, 7in) = V2 arx Tin/oF*

schaften vorgeschlagen. Es wird gezeigt, daf} fiir
das orthotrope plastische FlieBen der Betrag
des Schubspannungsvektors 2t als maBgeblich an-
gesehen werden kann, der zur Oktaederebene im
Hauptschubspannungsraum (11, 7y, 7tp) gehort
und sowohl eine Tangentialkoordinate (Oktaeder-
schubspannung) als auch eine Normalkoordinate
(Oktaedernormalspannung) besitzt. Im isotropen
Sonderfall dagegen weist er im Hauptschubspan-
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